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NOTA SOBRE ESTA VERSION CORREGIDA (2026)

Esta version corrige errores tipograficos y de datos encontrados en 2026
en el documento entregado en agosto de 2023, verificados contra el firm-
ware de vuelo, las referencias citadas y los datos de los experimentos y
simulaciones. El contenido, los resultados y la numeracién no cambian,
salvo en los puntos siguientes:

Ecs. (1) y (4): la tercera componente de wy,; es $101; Ti es el vector
de torques (no de momento angular).

Definicion 3: aristas y etiquetas se definen para i # j. Definicién 2: la
entrada del sistema (3) se denota u y la propiedad FT-ISS se refiere al
sistema (3).

Suposicién 4: las condiciones de Lipschitz aplican a dg,, do y dyp-

Ec. (8b): vyi = umi(cos ¢, sen0,;senqi —sen ¢, cosai); Ec. (8c):
Vzi = Ui COS $yi cOs O, — g.

Ec. (17), MDNST: s1; = eyi + kKot [euf/z. Tablas 2 y 3: Ki1i o C1 /2 y
ki2i o ¢ (TC), k121 o< ¢ (MDNST), como en la implementacion.

Ec. (18): 1a trayectoria deseada es z4 = 1+ tanh(t —5) — 2.5.
Ec. (19): limite superior de la integral t e integrando ||f(c)]|2.

Tablas 4 y 5 recalculadas a partir de los datos de simulacién (p. €j., e,
de MDNST = 8.484 x 10~% y ey, de MDST = 1.143 x 10~8). Tablas 19,
22y 23 recalculadas a partir de los datos experimentales (las Tablas 19
y 22 repetian los valores de las Tablas 11 y 21).

Conclusiones: de acuerdo con los datos de las Tablas 8-23, los contro-
ladores con mejor rendimiento son el ST (menores errores de posicién
y guifiada) y el PID (menor esfuerzo de control), en concordancia con
el Capitulo 4; la versién entregada mencionaba al MDST.

Las Tablas 16-19 corresponden al agente R;; la Tabla 22 corresponde
a Tg2; el controlador de posicién es (10a), (11).

Ademas, se agrega el Apéndice B con el andlisis de estabilidad completo
del Teorema 1, como material complementario escrito en 2026 que no forma
parte de la tesis defendida.
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RESUMEN

Este documento de tesis proporciona los resultados de simulacién y la
validacion experimental de la implementacién de controladores robustos
en sistemas multi-agente del tipo Quad-Rotor, con el fin de garantizar una
formacion deseada. Los controladores presentados se basan en leyes de
control robustas por Modos Deslizantes continuos, PID, asi como teoria
de grafos, considerando perturbaciones externas. Los controladores son
implementados con ayuda del software ROS (por sus siglas en inglés de
Robot Operating System), en los nano Quad-Rotors Crazyflie.

Los controladores simulados y validados experimentalmente son: PID,
Twisting Continuo (TC), Super-Twisting (ST), Modos Deslizantes No Singu-
lar Terminal (MDNST), Modos Deslizantes Singular Terminal (MDST).

Finalmente, los resultados experimentales son evaluados con un indice
de desempefio para conocer ctial de ellos presenta el mejor desempefio en
tareas de formacion.
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ABSTRACT

This thesis report provides the numerical simulations and experimental
results of robust controllers applied to a multi-agent system. Such a multi-
agent system is composed of Quad-Rotor vehicles and the control objective
consists to maintain a formation structure. The designed controllers are
based on PIDs (Proportional-Integral-Derivative controllers) and robust
control laws, including Continuous Sliding Modes, and graph theory; the
dynamics model considers external disturbances. The controllers are im-
plemented using the Robot Operating System (ROS) software on Crazyflie
nano Quad-Rotors.

Numerical simulations and experimental results are obtained for the:
PID, Continuous Twisting (TC), Super-Twisting Algorithm (ST), Nosingular
Terminal Sliding Mode Control (MDNST), and Singular Terminal Sliding
Mode Control (MDST).

Finally, the experimental results are analized by using a performance
index average in order to determine which controller presents the best
formation performance.
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INTRODUCCION

En este capitulo se aborda la motivacién del trabajo, que constituye la
base del planteamiento del problema. Se incluye también una revisién
del estado del arte, mostrando, de manera resumida, algunos estudios
previos que han tratado el problema de control de formacién en un sistema
multi-agente. Ademads, se expone la contribucién que este trabajo ofrece
para resolver la problemética planteada, asi como su organizacion.

1.1 MOTIVACION

Los vehiculos aéreos no tripulados (UAVs, por sus siglas en inglés de
Unmanned Aerial Vehicles) han tenido en las tltimas dos décadas un auge
importante debido a la gran variedad de aplicaciones en distintas areas. Por
ejemplo, algunas de estas aplicaciones incluyen el mapeo y la localizacién
[1], 1a vigilancia de objetivos [2], la busqueda y rescate [3], la agricultura
inteligente [4] y el transporte cooperativo [5].

Los UAVs, se clasifican en varias categorias segiin su tamafo, alcance
y proposito. Los UAVs de ala fija poseen una estructura similar a la de
los aviones convencionales y se utilizan generalmente para aplicaciones
de largo alcance, como la vigilancia de areas extensas. Los UAVs de ala
rotatoria, como los Quad-Rotors, son més versatiles y adecuados para tareas
de corto alcance, como inspecciones, transporte de objetos, entre otros.

Existe un gran interés en el uso de Quad-Rotors, debido a su disefio
compacto, facilidad de manejo, capacidad de vuelo vertical, asi como
de vuelo estacionario, haciéndolos ideales para aplicaciones en espacios
reducidos.

Esto los convierte en una herramienta valiosa para inspecciones de
infraestructuras, mapeo de terrenos, etc. Por otro lado, su reducido costo,
en comparacion con otros UAVs de ala fija o hibridos, asi como su dindmica
no lineal, los convierte en una opcién atractiva para diversos aspectos de
investigacion.

Una de las 4reas de estudio que ha tomado relevancia es la relacionada
a la cooperacién de mdltiples vehiculos. Un sistema multi-agente esta
conformado por dos o mds elementos. Los sistemas multi-agente son
capaces de realizar muchas tareas que no podrian ser realizadas de manera
mads efectiva por un sélo agente (robot). Este tipo de sistemas puede reducir
el costo, desde la plataforma de hardware hasta el software, es decir,
un agente grande y costoso puede ser reemplazado por varios agentes
pequefios y econémicos para implementar tareas, aunque con una mayor
complejidad del algoritmo.
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Entre las diferentes tareas colaborativas que puede realizar un sistema
multi-agente, existe una que trata sobre la formacién que ejecuta el grupo
de agentes, es decir, la coordinacién de los movimientos de estos. La
formacién es muy importante dado que el posicionamiento elegido entre
los agentes (patrén geométrico), influye en la capacidad o no de realizar
la tarea deseada, o en la eficacia que pueda tener el sistema multi-agente
para desarrollar dicha tarea.

El disefio de controladores de formacion presenta un desafio debido a
la necesidad de coordinar y controlar eficientemente un grupo de agentes,
considerando también la capacidad de lidiar con perturbaciones externas.
Para lograrlo, es crucial considerar factores como el adecuado modelado
del sistema multi-agentes, la comunicacién entre ellos y el hardware nece-
sario para su funcionamiento. Una limitada comunicacion entre agentes
puede reducir la capacidad de los controladores para obtener la informa-
cién requerida, por lo que es importante optimizar la cantidad minima
de informacién necesaria para cada agente. Para abordar este problema,
el uso de observadores se vuelve fundamental, ya que permiten estimar
la informacién relevante dependiendo de la topologia de formacién selec-
cionada. Al emplear estos enfoques y desarrollar controladores robustos
capaces de lidiar con perturbaciones externas, se podra mejorar la eficiencia
y precisién de los controladores de formacién para sistemas multi-agentes.
Esto es esencial para avanzar hacia sistemas auténomos y colaborativos
que puedan operar de manera efectiva en entornos complejos. Por estos
motivos es importante considerar el problema de formacion.

En la Figura 1, se muestran distintos tipos de tareas ejecutadas por un
sistema multi-agente basado en Quad-Rotors.



1.2 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

(a) Reconocimiento (b) Mapeo de areas

e

(c) Transporte (d) Espectaculo
Figura 1: Tareas con multi-agentes.
1.2 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Las ecuaciones que describen la dindmica de un grupo de n Quad-Rotors
estdn dadas por (ver Figura 2, y para detalles del modelado ver [6]):

E11 = &1, (1a)
£2i = gri(Mi)umi — Gi — Agi&2i + dgy, (1b)
N1i = N2i, (10)
N1 = JiTi +Swai(n2i) — Aninai + dnis (1d)
coni=Tmn,donde &1 == [xi yi zi' €R3 & =[x v z]' €

R?, nyi == [bs 0; WilT € RS, my o= [y 65, i]T € R, dg, =
[dx, dy, dz]JT € R¥®yd, = I[dgy, do, dy,])' € R> Los térmi-
nos xi,Yi € R denotan las coordenadas en el plano horizontal, z; € R
describe la posicion vertical; ¢i,0; y i € R representan los angulos

de inclinacién alrededor del eje X (alabeo), el eje Y (cabeceo), y el eje

Z (guihada), respectivamente. Por otro lado, G; := [0 0 g’ € R3,
Ji = diag(J)!, Ty, Jo) € R¥? y 1 == [tg, To, Ty)T € R3, co-

rresponden al vector de gravedad, a la matriz de inercia, y al vector
de torques, con g como la aceleracién gravitacional, Jx,, Jy; ¥ Jz; como
los momentos de inercia en los ejes X, Y y Z, mientras que Ty, To, Y
Ty, € R son los torques de alabeo, cabeceo y guifiada, respectivamen-
te. El término uy, = ui/my, donde u; € R, representa el empuje en
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Zy mi € RT representa la masa de cada Quad-Rotor. Las matrices
Agi = diag(ayi, ayi, azi) € R3%3, Ay = diag (agi, agi, Api) € R3*%3
y Zi := diag (bgi, bei, byi) € R3%3, estan dadas por los coeficientes de
amortiguacion aerodindmicos axi, ayi y a:i, los coeficientes de resisten-
cia rotacional de momento agi, api Y ayi, ¥ los coeficientes de inercia
byi = (Jyi —Jzi)/Ixis boi == (Jzi —Jxi)/Jyi ¥ byi = (Jxi —Jyi)/Jzi- Las
funciones gg; : R® — R3 y wyi : R® — R se definen de la siguiente mane-
ra: gg;i(nqi) ;= [cos disen 0; cosP; +sen dpisenp;  cos i sen O; senp; —
sendicosp;  cosdicosi]T y wyi(my) = Oihi iy $:i6: 7. Los
términos dy, dy, dz, dg,, de, y dy; € R representan las perturbaciones da-
das por incertidumbres y perturbaciones externas, e.g., algunas dindmicas
no modeladas y rafagas de viento.

Este trabajo de tesis tiene como objetivo resolver el problema de for-
macién para un sistema de multi-Quad-Rotors utilizando un esquema de
formacién centrado en el lider.

En los sistemas multi-agentes con formacién centrada en el lider, un
agente especifico, es designado como lider, y es el tnico capaz de conocer
la trayectoria deseada. A partir de la posicion del agente lider se determina
la formacién de los demads agentes del sistema. El principal desafio que se
presenta es la coordinacién y el control de los agentes seguidores.

Para lograrlo, se empleard una combinacién de Modos Deslizantes Con-
tinuos y controladores PIDs.

Ademads, se realiza un andlisis comparativo entre los diferentes con-
troladores, utilizando resultados de simulacién y experimentales, con el
proposito de identificar el esquema de control que presenta el mejor de-
sempeno.

Figura 2: Nano Quad-Rotor crazyflie

1.3 ESTADO DEL ARTE

En las tltimas décadas, el estudio del control cooperativo y control de
formacién de multi-agentes ha experimentado un crecimiento significativo
debido a la necesidad de abordar tareas complejas en diversos campos,
como la logistica, la exploracion de &reas inaccesibles y la vigilancia, entre
otras.



1.3 ESTADO DEL ARTE

Por ejemplo, en [7], se propuso un método para rastrear multiples Quad-
Rotors que vuelan en formacién en interiores. En [8], se propone un es-
quema de control de formacién-contencién para un conjunto de micro
Quad-Rotors en el cual se emplea un modo deslizante adaptativo. El siste-
ma multi-agente propuesto se compone de un lider virtual y un conjunto
de lideres y seguidores modelados, donde el lider virtual establece la tra-
yectoria del grupo de micro Quad-Rotors. La propuesta consta de dos capas
para resolver el problema de contencién; en la primera capa, los lideres
logran una formacién variable en el tiempo con respecto al lider virtual,
y luego los seguidores convergen a un casco convexo generado por los
lideres.

En [9], se considera un control de formacién que posee estabilidad en
tiempo fijo para un grupo de Quad-Rotors que transportan, cooperati-
vamente, una carga suspendida bajo un esquema lider-seguidor. Dicho
esquema de control incluye un observador para compensar las perturbacio-
nes que afectan la dindmica de posicién.

En [10], se desarrolla un algoritmo de vuelo bioinspirado, el cual utiliza
apredizaje por refuerzo para controlador un grupo de Quad-Rotors de ma-
nera similar a como lo hacen los animales. A diferencia de los controladores
convencionales como PID se basa en la idea de que los animales aprenden
a controlar sus movimientos a través de la prueba y error, utilizando sus
capacidades méximas de manera optimizada.

En [11], se presenta una estrategia de control de formacién para mdaltiples
UAV’s, de tipo Quad-Rotor, utilizando un enfoque de Control Predicti-
vo Modelado multi-restringido. Esta estrategia combina el filtro Kalman-
consensus y un observador de perturbaciones de tiempo fijo para lograr
un control de formacién estable y robusto en entornos complejos.

En [12], se presenta un control de consenso robusto de un sistema multi-
agente lider-seguidor, sujeto a fallas de comunicacién, garantizando la
convergencia de las trayectorias de los agentes hacia un agente lider cuando
todos los seguidores estan experimentando fallas en el intercambio de
informacion.

En [13], se introducen nuevas condiciones para el consenso y la es-
tabilizacion de sistemas multiagentes mediante el uso de protocolos de
retroalimentacién dindmica de salida.

En [14], se propone una metodologia de control adaptativo y robusta
para el transporte cooperativo de carga en sistemas de UAVs en red, que
se basa en el seguimiento de formacién y ofrece una solucién eficiente
y simplificada para el problema, demostrada mediante simulaciones y
experimentos en laboratorio.

En [15], se propone un controlador geométrico para la transferencia
de una carga utilizando Quad-Rotors. En [16], se aborda el disefio de un
controlador robusto para un conjunto de Quad-Rotors que forman un
patréon geométrico. La estrategia de control propuesta se basa en técnicas
de modos deslizantes en presencia de una clase de perturbaciones.

en [17], aborda el control de formacién de agentes con perturbaciones
desconocidas, considerando dos casos diferentes: uno donde los agentes

5
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miden desplazamientos relativos y otro donde un agente mide su posicién
en un sistema global.

En [18], se introduce un enfoque de control basado en el Rechazo Activo
de Perturbaciones para el control cooperativo de formacién de un conjunto
de UAVs. La estrategia se centra en la estimacion de perturbaciones con
el objetivo de optimizar la eficiencia y precisiéon de la formacién de UAVs.
El método planteado utiliza observadores para evaluar las perturbacio-
nes no lineales y un control de retroalimentacién fundamentado en estas
estimaciones para aumentar la resistencia frente a las perturbaciones. Si
bien este estudio no incluye una validacién experimental, los resultados de
simulacién evidencian una mejora en el rendimiento de la formacién de
los UAVs.

En [19], se aborda el problema formacién de varios UAVs. Se propone
una técnica de control cooperativo que emplea redes neuronales para
incrementar la precision y estabilidad de un control PID. Para acelerar
la velocidad de convergencia de la red neuronal, se afiaden términos de
impulso y factores de gradiente. Los resultados de la simulacion indican que
el algoritmo propuesto optimiza la eficiencia de convergencia y demuestra
una cierta robustez.

En [20], presenta un algoritmo de control de dos capas para grupos
de UAVs que aborda el seguimiento de trayectorias y evita colisiones en
presencia de perturbaciones desconocidas. Utilizando técnicas de control
distribuido y observador de estado, se garantiza la seguridad de los UAVs
mientras siguen sus trayectorias deseadas.

En [21], se propone un controlador robusto para el transporte de un
objeto por medio de dos UAVs, a través de una red neuronal, ademds,
se incorpora un observador para estimar y compensar las perturbaciones,
reforzando la robustez del controlador. Los resultados se limitan a la
simulacién. En [22], se sugiere un controlador de formacion robusto que
tiene en cuenta las perturbaciones y el retraso de tiempo en la red de
comunicacién del sistema.

En [23], se presenta un control de formacién para un patrén geométrico
variante en el tiempo. Los autores emplean una estrategia de control en
cascada (orientacion-posiciéon) basada en modos deslizantes. El disefio del
controlador utiliza una linealizacién de los controladores virtuales, los
cuales generan las sefales de referencia correspondientes al alabeo, al
cabeceo y al empuje total. Por otro lado, en [24], se presenta el seguimiento
de trayectorias en un Quad-Rotor, empleando también una estrategia de
control en cascada por modos deslizantes; en este caso, en el disefio del
controlador no se utiliza una linealizacién de los controladores virtuales.
Esto implica que el resultado en [23] es local, i.e., para dngulos pequefios,
mientras que en [24] no se presenta dicha restriccién.

1.4 CONTRIBUCION

Motivados por los recientes avances en el campo, este trabajo de tesis
amplia la propuesta planteada en [24], con el objetivo de abordar problemas



1.5 ORGANIZACION DE LA TESIS

de formacién centrados en el lider. La principal contribucién del trabajo
radica en la implementacién experimental de dicho esquema de formacién
y el desarrollo de una plataforma para multi-Quad-Rotors. Para abordar
el problema, se consideraron controladores robustos para la formacién
de Quad-Rotors utilizando controladores PID, y controladores por modos
deslizantes continuos, tales como Super-Twisting [25], Twisting Continuo
[26], Modos Deslizantes Singular Terminal [27] y Modo Deslizantes No
Singular Terminal [28].

1.5 ORGANIZACION DE LA TESIS

El resto del documento tiene la siguiente estructura. En el Capitulo 2, se
presentan algunos preliminares matematicos necesarios para el desarrollo
de este trabajo. En el Capitulo 3, se presenta el modelado de un grupo
de Quad-Rotors, asi como el diseiio de los controladores robustos; se
incluye el disefio de observadores, necesarios para la consideracién de las
perturbaciones externas. Los resultados de simulaciéon y experimentales
son mostrados en el Capitulo 4. Las conclusiones finales se encuentran en
el Capitulo 5.






PRELIMINARES

2.1 NOTACION:

On € R™™ y [, € R™™ denotan las matrices de cero e identidad de
dimensién n, respectivamente; R™ :={x € R : x > 0} denota el conjunto de
todos los ntimeros reales no negativos. Para una funcién medible de Lebes-
gue d : R" — R™, se define la norma ||d||¢,,t,) = esssup ¢, ¢,) ldt)]l,
entonces ||d||s = ||d|¢;,+00) ¥ |d]lcc = [|d]|[0,4-00); El conjunto de d(t) con la
propiedad ||d||cc < 400 se denota como L; v £p ={d € L : ||d]|sc < D},
para cualquier D > 0. Una secuencia de ntiimeros enteros 1,...,n se denota
como 1,n. La funcién [s]P = [s|P sign(s), para cualquier s e Ry 3 € R>,
y [s]P:=1[[s1]P ... [sn]P]T, para cualquier s € R™.

2.2 DEFINICIONES

Una funcién continua « : Ry — IRy pertenece a la clase K si es estric-
tamente creciente y «(0) = 0; pertenece a la clase K, si también es no
acotada. Una funcién continua 3 : Ry x Ry — R pertenece a la clase KL
si para cada valor fijo de s, B(-,s) € K, y B(r,-) es estrictamente decreciente
hacia cero para cualquier valor fijo de r € R. La funcién 3 pertenece a
la clase KLt si para cada valor fijo de s, 3(-,s) € K, y para cada valor fijo
de 7, existe 0 < T(r) < oo tal que B(r,s) decrece hacia cero con respecto a
s <T(r),y B(r,s) =0 para todo s > T(r).

Se considera la siguiente ecuacién diferencial variante en el tiempo, y
que esta representada como [29]:

dx(t)
dt

donde x(t) € R™ es el estado, f: R>p x R™ — R™ es una funcién continua
con respecto a x y medible con respecto a t, ademads f(t,0) = 0. Se asume
que la solucién de (2), para una condicién inicial xo € R™ en un tiempo
to € R, esta dada por x(t,to,x0), y estd definida en algtn intervalo de
tiempo [to, to+T), donde 0 < T < 0. Se considera (O como un subconjunto
abierto de R™, tal que 0 € Q.

= f(t,X(t)), t>ty, to€ IR/ (2)

Definicion 1. [29], [30]. En el punto de equilibrio x = 0, se dice que el sistema (2)
es:

» Uniformemente Estable (UE), si para cualquier € > 0, existe un 5(€) tal que
para cualquier xo € Q, si |[xoll < 8(€), entonces |[x(t,to, xo)ll < € para
todo t > to, para cualquier ty € R.

» Uniformemente Exponencialmente Estable (UEE), si cumple la condicion
de UE y tiene convergencia exponencial desde Q), es decir, para cualquier
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X0 € Q, se cumple que |[x(t, to,xo)ll < k- [[xoll - e Y*t) con k,y > 0
para todo t > to y cualquier to € R.

» Uniformemente Estable en Tiempo-Finito (UETF), si cumple la condicién de
UE y converge en un tiempo finito desde Q, es decir, para cualquier xo € Q,
existe un 0 < Ty, < +oo tal que x(t,to,xo) = 0 para todo t > to + Ty, y
cualquier to € R. La funcion To(xo) = Inf{Tx, = 0: x(t,to,x0) =0, Vt >
to + Tx, ) se denomina tiempo de establecimiento del sistema (2).

Si Q = IR™, entonces se dice que x = 0 es globalmente UE (GUE), UEE (GUEE)
o UETF (GUETF), respectivamente.

Definicion 2. [31] Considere el sistema

dx(t)
dt

= f(t,x(t),u) (3)

El sistema (3) se dice que es Entrada-Estado Estable (ISS, por las siglas en inglés
de Input-to-State Stable) si para cualquier w € Lo, existen funciones 3 € KL y
v € K tales que

Ix(t, xo, W)l < B(lIxoll, t) + v (llulle), ¥Vt = 0.

Ademds, si 3 € KLr, el sistema (3) se dice que es Entrada-Estado Estable en
Tiempo Finito (FT-ISS, por las siglas en inglés de Finite-Time Input-to-State
Stable).

Definicion 3. [32] Un grafo de formacion § = {N,E, C} se compone de un
conjunto de nodos N = {Ry, ..., Rn}, que corresponden a cada agente; un conjunto
de aristas E = {(RjR;) € N x N,|,1 # j}, que indica que el agente R; recibe
informacién del agente R, y un conjunto de etiquetas C = {cj; € R3,|, (RjR;) €
N x N, i # j}, que representa un vector de posicién relativa deseada del agente
R; con respecto al agente Rj. Ademds, sea Ny C N el conjunto de posiciones
detectables del agente R;.
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Este capitulo aborda el modelado y control de formaciéon en multi-Quad-
Rotors. Cada Quad-Rotor se describe mediante una dindmica simplificada
presentada en la Secciéon 1.2. Se utilizan seis observadores por modos
deslizantes en tiempo finito. Se propone una estrategia de control basada
en tres controladores PID y tres controladores por modos deslizantes
continuos (los cuales pueden ser TC, ST, MDST, o MDNST).

3.1 MODELADO DE UN GRUPO DE QUAD-ROTORS

Las ecuaciones que describen la dindmica de un grupo de n Quad-Rotors
estdn dadas por (para detalles del modelado ver [6]):

£1i = &24, (4a)

£2i = gei(M1)umi — Gi — Agifoi + dey, (4b)

Ny =M2u (4¢)

21 = JiTi + Z2iWni(M2i) — Aqinoi + dyi, (4d)

Yi=[&1" T, (4e)
coni=T1n,donde & := [x;i yi zi]' €R3 & =[x vy 2z’ €

R3, ny; o= [0y 0 PilT € R3S my == [y 65, bilT € R3, dg, =
[dy, dy, dzJT € R®y dy = [dgp, do, dy,J" € R3 Los térmi-
nos xi,Yi € R denotan las coordenadas en el plano horizontal, z; € R
describe la posicion vertical; ¢i,0; y i € R representan los angulos
de inclinacién alrededor del eje X (alabeo), el eje Y (cabeceo), y el eje
Z (guifada), respectivamente. Por otro lado, G; := [0 0 g¢]T € R3,
Ji = diag(J, ];i], 7)€ R®S y 1 = [tg, 7To, Tyl € R3, co-
rresponden al vector de gravedad, a la matriz de inercia, y al vector
de torques, con g como la aceleracién gravitacional, Jx,, Jy; ¥ Jz; como
los momentos de inercia en los ejes X, Y y Z, mientras que T4,, To, Y
Ty, € R son los torques de alabeo, cabeceo y guifiada, respectivamen-
te. El término u;,; := ui/mi, donde u; € R, representa el empuje en
Zy mi € RT representa la masa de cada Quad-Rotor. Las matrices
Aii = diag(axi, QAyi, azi) S ]R3><3, Ani = diag(aq,-l, agpi, albi) S R3%3
y =i = diag (bgi, bei, byi) € R3*3, estdn dadas por los coeficientes de
amortiguacién aerodindmicos ayi, ayi y a.i, los coeficientes de resisten-
cia rotacional de momento agi, aei Yy ayi, y los coeficientes de inercia
bpi = (Jyi —Jzi)/Ixir boi == (Jzi = Jxi)/Jyi ¥ byi = (Jxi —Jyi)/Jzi- Las
funciones g : R® — R3 y wyi : R® — R se definen de la siguiente mane-
ra: gg;i(nii) := [cos di sen B; cosP; +sen dpisenp;  cos i sen O senp; —
sen¢icosp;  cosdicosOi]l y wyi(ny) = Bihi dibi 67, Los
términos dy, dy, d;, d¢,, de; ¥y dy; € R representan las perturbaciones da-
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das por incertidumbres y perturbaciones externas, e.g., algunas dindmicas
no modeladas y réfagas de viento. La variable Y; representa el vector de
salidas del sistema, que mide la posicién y orientacién de cada agente.

Suposicion 1. El lider es el iinico agente capaz de conocer la trayectoria deseada.

Suposicion 2. En el grafo estudiado, el lider tiene un drbol de expansion dirigido,
es decir, hay caminos dirigidos desde el lider hacia todos los demds agentes (Figura

3).

Observacion 1. La suposicion 2, indica que ningiin agente quedard aislado. De
esta manera, se asegura que los agentes converjan hacia la formacion deseada
utilizando la cantidad minima de informacion que los agentes necesitan conocer.

Suposicién 3. Las trayectorias deseadas x4(t), ya(t), za(t) y Pqa(t) estdn acota-
das y son continuamente diferenciables.

Suposicion 4. Las perturbaciones estdn acotadas uniformemente y son Lipschitz,
i.e., d, € LD], dy € LDZ, dz € £4D3, dcb S LD4, de € LDS, dq, S '£D6’
dx S LDV dy € LDZ’ dz S LDy d¢ € LD4/ de S £D5' dw € LDg; con
constantes positivas conocidas D y Dj, j = 1,6.

A continuacion, se introducen las siguientes afirmaciones:

= El agente R, se considera el agente lider, y los demds agentes como
seguidores.

= Los vectores de formacién deseados Cj; son invariantes en el tiempo,
: _ T
es decir, Cji = [cjix  Cjiy  Cjizl

= La trayectoria deseada, para el agente lider R,,, se define como &4 =
[xa ya zal'yng=I[bs. 6. Wal dondexq, ya,zay ba € C®
son algunas trayectorias deseadas a seguir, mientras que ¢, y 6.,
son sefiales de referencia generadas con unos controles virtuales
(seran disefiados més adelante). La trayectoria deseada es continua y
acotada.

3.2 ESTRATEGIA DE CONTROL

El disefio del control de formacién, para un grupo de n Quad-Rotors, se
basa en el grafo de formacién presentado en la Figura 3.

3.2.1  Observador por modos deslizantes en tiempo finito (FT-SMO)

El sistema se encuentra afectado por perturbaciones desconocidas que
impactan en la capacidad de vuelo de cada agente Quad-Rotor. Para abor-
dar estos problemas, es esencial el empleo de observadores. En el nuestro
caso, el observador presentado estima las velocidades en las coordenadas x,
Y, z y las velocidades angulares en ¢, 0 y 1\, ademés de las perturbaciones
presentes en el sistema.
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Cons .
R < R 3>
@ lider \y
Ch,2

Figura 3: Grafo de formacién centrado en el lider.

Considere el sistema (4), al cual se le propone el siguiente observador
[24]:

E11 = o+ Kii@ri(esi), (5a)
Egi = gei(M)umi — G — Agioi + &3i + Koi@ai(€s1), (5b)
&1 = Ksi@3i(esi), (50)
fl1: = Ay + Karori(eni), (5d)
iz = Jiti + Ziwi(f2i) — Anifizi + i + Ksi@ai(eni), (5e)
fi31 = Kei@si(eni), (5%)

donde &;; == &, — &1; € R3 y éni ==m1i— 11 € R3 son los errores de
salida; las inyecciones de salida no lineales @11, @2i, @3i : R3 — R3 estan
dadas como

@1ils):=T[s]5, @a(s):=T[s]3, @s(s):=s)°

con [s]Y :=1[[s1]Y [s2]Y [s3]¥]T, y una matriz diagonal de ganancias
IA(ji = diag (kj1i,kj21, kj31) con j = 1,6. Se define el error de estado de
estimacién como & := [é; égi é; éIi é,:i éTTIi]T, donde &g; =
E2i — &1 ¥ Eni i= Mgy — Aoy, €51 = dei(t) — &31 ¥ €qi == dpi(t) —fi3; son
los errores de velocidad lineal y angular, respectivamente.

Las variables estimadas correspondientes a la velocidad &;; del sistema
estdn dadas por (5b) y las velocidades angulares 1 por (5e), y las variables

correspondientes a la estimacién de perturbaciones del sistema son (5¢) y
(5f).

13
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Entonces, si se aplica el observador (5) [24], al sistema (4), y las ganancias
se seleccionan como [33]:

k131 =1.1Dy,

1 3
Di, k=1 5D

1 N —
ka3t = 11Dy,

2

k211 =2D§, ko =15D

k311 = ZD;?, k32 =1 5D k331 = 1.1D,,
2 Razi =1.5D2, Ky = 1.1Dg,

125H =2D§, Kso1 =1.5Dg, kst =1.1Dy,

kezi = 1.1Dy,

\—-9- (ST N N\—‘U: N\ x N\
<

y ademas la Suposicién 4 se cumplen, & =0, es UETFE.
El andlisis de estabilidad completo de este resultado se presenta como
material complementario en el Apéndice B.

3.2.1.1 Identificacién de perturbaciones

Por lo tanto, después de cierto tiempo finito, la dindmica del error de
estimacioén puede ser escrita de la siguiente manera

éri = tei— Kii@ri(@ei),
e = &xi — Koipail@ss),
égi = dei — K3ipsi(eg),
eni = &ni — Kai@ii(841),
Eni = &ni— Ksipai(eni),
éni = dni — Kei@zi(eni).

Dado que esta dindmica es UETF, se cumple que &7 (t) = &1:(t), &21(t) =
Ein(t)l £31(t) = da(t)/ ﬁ]l(t) = n]i(t)/ ﬁzl(t) = nZi(t)/ ﬁ31(t) = dﬂ (t)/
para todo t > Tp > 0. Si la suposicién 4 se cumple, entonces el FT-SMO,
dado por (5), proporciona las siguientes identificaciones de perturbaciones

para todo t > Tp

E3i(t) = [Exai(t) &yzi(t) Ezai(0)]T =1[dx(t) dy(t) d(1)]',  (6a)
f3i(t) = Mp3i(t) Aesi(t) Aypsi(t)] =[de(t) de(t) dy(t)'. (6b)

Dichos términos de identificacién se pueden utilizar para fortalecer
cualquier tipo de estrategia de control.

3.2.2 Disefio de controladores

Considerando el grafo de formacién centrado en el lider, los errores de
formacién para los agentes j = 1,n — 1 estdn dados de la siguiente manera

eg; = &15— &in — Chjj,
egj = &2 — Eom,
nj = N15 — Naj,
€nj = M2 —Naj,
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donde Cy,; € R? es el vector de formacién con respecto al lider y n4; =
by Oy PnlT € R3, con $.j y 04 como ciertas sefiales de referencia
que se disefian mds adelante.

Por otro lado, el error de seguimiento del agente lider n estd dado como

€rn — E-]n_zvd/
€en = E,Zn_éd/
€nn =MNin — Mg,

&nn = ﬁZn _ﬂd/

donde Ny = [dpsn 0in Wal' € R3, con las referencias ¢yn y 6.n que
también se disefian mds adelante.

Debido a la naturaleza subactuada de los Quad-Rotors (cuatro entradas
para 6 grados de libertad), dos grados de libertad no pueden ser “contro-
lados” de manera independiente. Por lo general, estos grados de libertad
corresponden al cabeceo y al alabeo, los cuales son disefiados como sefiales
de referencia, siendo denotadas como ¢, 0,,.

De esta manera, a la dindmica del error de posicién se le introduce un
controlador virtual: vi = [vxi Vyi v,ilT, y entonces, la dindmica del
error de formacién puede ser escrita como:

€gi = €gy, (7a)
e = Vi + WeilNqy, Umi, Vi) — Agi&oi + degi — Eai, (7b)
€ni = &ni, (7¢)
Ent = JiTi +EwWai(n2i) — Aginzi + dni — fiai, (7d)

donde Wgi(nyy, Umi, Vi) = g&i(N1i)umi — Gi — vi. Entonces, el control
virtual v; se selecciona como:

Vxi = Umi(COS Pi sen O,; cosPai + sen di sengi), (8a)
Vyi = Umi(cos ¢.isenO,; senpai —sen i cosPai), (8b)
Vzi = Umi COS d)*i COs e*i -9 (8C)

donde i=1,n, Y4i = Pn, salvo en i = n, siendo P, = P4, las senales de
referencia para cada agente se obtiene resolviendo (8) para ui, ¢,i, 04i:

Ui zmi\/V§i+V§i+(vzi+9)2, (9a)
$.i = arcsen [uy! (vxisenai — vyi coshai), (9b)
0, = arctan [(vzi +g) ' (Vxi cosPai + vyi senai)]. (90)

Las sefiales obtenidas en (9), ayudardn a que el sistema logre el objetivo
de vuelo deseado. Por otro lado, el control virtual v;, y el torque T; tienen
la siguiente forma

Vi = Vi + Agi&ai + Eai — &34, (10a)
T =7 (B — Ewni(Mag) + Aginag + g — Asi)- (10b)

15
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Las variables auxiliares Vi = [Vxi  Vyi v,i) T son disefiadas como PIDs,

dados por:
Vxi = kOxiexi + klxiexi + kaiexi/ (11a)
\_/yi :kOyieyi+k1yieyi+k2yisyiz (11b)
Vzi = Kozi€zi + Kizi€zi + K2zi€zi, (110)

T T t
donde, eg; = [exi €yi ezl ', egi = [exi €yi R - fo egi(t)dt =
[exi €yi €,i1; las ganancias Koqi, K141, k2qi, coni=1,ny q =x,y,z son
seleccionadas de tal manera que las matrices

o 1 0
o o 11, (12)

kOqi k1 qi qui

son Hurwitz paratodoi=1,nyq=x,y, z
= [= . _ - 1T < s~ .1: .
Los torques T = [Tgi Toi Tyil , serdn disefiados utilizando los si-
guientes controladores

a) PID:
T1i = kovi€ui + ke +kaien, V=49, 0, ¥ (13)

las ganancias koi, k111, k211, con i = 1,n, son tales que las matrices:

0 1 0
0 0 11,

ko ki kou
son Hurwitz para todoi=T1,nyl=¢, 0, V.
b) ST [25]:

s1i = €1i + kioieti,
1
T = v —kui[sii]?, (14)
Vi = —kuzi[s1)°,
donde una posible selecciéon de las ganancias estd en la Tabla 1 (para
mads detalles, ver [33]), paratodoi=T,nyl=¢, 6, }.
o) TC [26]:

1 1
T =vi —koilen]? —kuifew] 2,

(15)
vi = —kuiferi|° —kizifew]°,

donde una posible seleccién de las ganancias esté en la Tabla 2, para
todoi=T,nyl=¢, 0, V.
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d) MDST [27]:
2
st = €1 + Kuoifew] 3,
1
T =vi —kui[su) 2, (16)
vi = —kizi[s1)°,

donde una posible seleccion de las ganancias estd en la Tabla 1, para
todoi=T,nyl=¢, 6, V.

e) MDNST [28] :

3
si = ey +kioife]?,

1
T =vi —kuilsu] 3, (17)
Vi = —ki2i[s1:]°,

donde una posible seleccién de las ganancias esté en la Tabla 3, para
todoi=T,nyl=¢, 0, .

Tabla 1: Seleccién de ganancias del ST y MDST

Conjunto klOi kl]i klZi C
1 >0 150 1.1C >0

Tabla 2: Seleccién de ganancias del TC

Conjunto  kioi  kuri ki Kizi €

1 2503 15¢2 230 1.1 >0
2 19¢3 10¢z 23C 1.1¢ >0
3 13¢5 7502 23¢ 1.1¢ >0
4 705 50z 23C 1.1¢ >0

Tabla 3: Seleccién de ganancias del MDNST

Conjunto  kio; kii ki
1 20072 4405 250 >0
2 287071 4505 20 >0
3 77077 7505 20 >0
4 1605 7C >0

Teorema 1. Sea el control (9), y considere que (10) aplicado al sistema (4) y las
suposiciones 3, 4 se satisfacen. Suponiendo que las ganancias de los controladores
virtuales PID’s de cada agente son seleccionadas tal que las matrices (12) son
Hurwitz, y Tgi, Tei Y Tyi son disefiadas de acuerdo a cualquier controlador dado
en a)-e). Entonces, en estado estacionario [e{; ef; e}, ¢, la dindmica
del error de seguimiento es UEE.
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Aplicando el controlador (9), (10a) y (11), es posible probar que la di-
ndmica del error de formacién (7a)-(7b) es ISS, con respecto a e,; (pa-
ra méas detalles, ver [24]). Por otro lado, aplicando (g9b), (9¢c), (10b), y
cualquiera de los controladores (15), (16) o (17), es posible probar que
leni €nqil! =[0 0]7 es UETE. Cuando se aplican los controladores (13) o
(14), leni sni]T =[0 0" es UEE (para mas detalles, ver [24]).

Finalmente, como consecuencia de los resultados mencionados anterior-
mente, se obtiene que las trayectorias de la dindmica del error de formacién
(7) convergen a cero de manera uniforme y exponencial [24], i.e., el resulta-
do del Teorema 1.

El esquema de control se muestra en la Figura 4. Se puede ver que el
agente n es el inico que conoce la trayectoria deseada £q = [xqa  Ya zal T
y Vg4, la trayectoria deseada de los agentes seguidores n — 1, es generada
a partir de la posicién del lider, mdas el vector de formaciéon deseado
para cada agente. la aceleraciéon deseada, asi como, el control (10a) son
realimentados en el bloque de Desacoplamiento no lineal. En el caso de
los agentes seguidores, estas aceleraciones pueden ser estimadas con los
observadores.
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RESULTADOS DE SIMULACION Y EXPERIMENTALES.

En este capitulo se presentan los resultados de simulacién y experimenta-
les obtenidos al aplicar diferentes controladores para mantener la formacién
de nano Quad-Rotors. Se analizaré el desempefio de los controladores PID,
TC, ST, MDST y MDNST, en términos de trayectorias y dngulo de guifiada,
asi como los errores de formacién y esfuerzo de control de cada agente.

4.1 RESULTADOS DE SIMULACION

Las siguientes perturbaciones son consideradas para la realizacién de las
simulaciones:

dyx = 0.3sen(0.4t),
dy = 0.3 cos(0.4t),
d, = —05+0.1sen(0.4t) — 0.1 sen(0.6t) + 0.1 cos(0.8t),
dgy = —0.5+0.2sen(0.4t) — 0.2sen(0.6t) + 0.2 cos(0.6t)
dg = —0.5+0.2cos(0.8t) —0.2sen(0.4t) + 0.2 cos(0.8t),
dy = —0.5+0.2cos(0.8t) — 0.2sen(0.6t) + 0.2 cos(0.8t).

7

Se consideran 5 agentes (n = 5). Los coeficientes de resistencia rotacio-
nal son aj; = 1.52 x 107 [Ns/rad], con | = ¢, 0,1; los coeficientes de
amortiguacion aerodindmica son ayj = ayi = a; = 2.47 X 10~ [Ns/ kgm];
los momentos de inercia de los agentes son J,; = 9.827 x 107> [kg- m?],
Jyi = 8.185 x 1072 [kg- m?], J,i = 9.613 x 107> [kg- m?]; la masa de los
agentes es m; = 0.032 [kg].

Las trayectorias deseadas del lider (Rs) estan dadas por:

xq = (arctan(15) + arctan(t — 15)) cos (gt> ,

T
yq = (arctan(15) 4 arctan(t — 15)) sen (§t> , (18)
zq = 1+tanh(t—5) — 2.5,
Pgq =0.

Los vectores de formacion son los siguientes: Cs; = [1 1 0", Csy =
(=1 1 0T,Cs5=01 —1 0T,Cs54=[-1 —1 0]". Las ganancias
seleccionadas de los controladores se muestran en la Tabla 6, mientras
que las ganancias de los observadores son Kyi = 4.071613, Ky = 2.371713,
K3i = 2.7513, Ky; = 4326713, Ks; = 2.598113 y Kg; = 3.313, para todo
i=1,n, con I3 como una matriz identidad de dimensién 3 x 3.

La Figura 5 muestra la trayectoria de los agentes, donde el agente Rs
es el agente lider, observandose que los agentes seguidores conservan
la formacién deseada con respecto al lider; la Figura corresponde al del

21
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controlador MDNST, ya que este tuvo un mejor desempefio en cuanto al
error de posicién, ademds de que los cinco controladores muestran un
comportamiento similar y visualmente la diferencia que se observa es
minima.

Para ilustrar el desempefio de los controladores, se propone el siguiente
indice de desempefio:

1 > )2
frms(t) = <AT LAT If(o)]| dU)

donde frms : R — R representa el error cuadrético medio de la funcién
f:R — R™. Los resultados de los indices de desempefio del promedio de
los errores de formacién en (xi,Yi, zi, i) se muestran en la Figura 6, y las
sefiales de control (i, Ti, Tei, Tyi) en la Figura 7, con AT = 2. Las Tablas 4
y 5 muestran las propiedades del promedio, del indice de desempefio de las
sefiales, de los errores y de control. En cuanto a los errores, se observa que
el controlador MDNST tiene, en general, el mejor desempefio; sin embargo,
en cuanto al indice de desempefio de las entradas, el controlador ST es el
mejor.

(19)

Tabla 4: Indice de desemperio de los errores de posicién (xi, yi, zi, Vi)

Controlador | ey i — RMS eyi — RMS e,i — RMS eyi — RMS
PID 4.062x107* 1455 x 1073 8462 x 104 3.801 x 107>

TC 1.660 x 1074 6.649 x 1074 8484 x107* 9.132x 108

ST 4359 x 107% 5997 x 107% 8485x107* 1.895x 107°
MDST 3.692x107% 1.051x 1073 8.485x107* 1143 x 1078
MDNST | 1.030 x 104 2685 x 104 8484 x10~% 5183 x107°

Tabla 5: Indice de desempefio de las entradas de control (ui, Ty, Tei, Tyi)

Controlador | uy —RMS  14i —RMS Tgi — RMS Typi — RMS
PID 0.329 1.829 x 1074 5.922x 1075 5.776 X 105

TC 0.329 2957 x 1074 2458 x 1074 6.698 x 107>

ST 0.329 1149 x 104 8903 x 107> 5.777 x 107>
MDST 0.329 1.291 x 1074 1.074 x107% 5.781 x 107>
MDNST 0.329 3499 x 1073 2903 x 1073 1.208 x 1073

4.2 RESULTADOS EXPERIMENTALES

Para demostrar la efectividad de los controladores propuestos, estos
se implementaron en un sistema de tres nano Quad-Rotors. El sistema
consta de un lider virtual y dos seguidores. La plataforma experimental se
describe en la Subseccién 4.2.1.
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Figura 5: Trayectorias de los agentes.
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Figura 6: Indice de los errores de posicion de los agentes.

4.2.1  Plataforma Experimental

La plataforma de los nano Quad-Rotors Crazyflie consta de tres princi-

pales componentes, como se muestra en la Figura 8:
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(1) Sistema de posicionamiento Motion Capture de Optitrack.
(2) Estacién terrestre.
(3) Nano Quad-Rotors Crazyflie.

El funcionamiento de la plataforma experimental se detalla en el Apen-
dice A.
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Figura 8: Plataforma nano Quad-Rotors Crazyflie.
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Tabla 6: Pardametros de los controladores.

Parametros
Controlador | koxi koyi Kozt Kgpoi kooi Kot
PID 50 5.0 20.0 18.0 18.0 20.0
ST 50 5.0 20.0 12.0 12.0 2.8
TC 5.0 5.0 20.0 44.3147  44.3147  29.0099
MDST 5.0 5.0 20.0 2.6 2.6 2.1
MDNST 50 5.0 200  0.1051 0.1051 0.1054
Controlador | kixi kiyi K1zt Kp1i ko1i Ky1i
PID 28.5 285 155.2 180.0 180.0 200.0
ST 285 28.5 1552 12.0934 12.0934 0.5293
TC 28.5 28.5 155.2 23.0434 23.0434 16.7705

MDST 28.5 28,5 1552 10.1181  10.1181 4.3732

MDNST 285 28.5 1552 322.6356 322.6356 321.3278

Controlador | kaxi kayi  Kkazi K21 kg2i Ky 2i
PID 5.5 55  10.0 10.0 10.0 10.0
ST 55 5.5  10.0 71.50 71.50 0.1370
TC 55 55 100  5.4280 5.4280 2.8750

MDST 5.5 5.5  10.0 50.05 50.05 9.350
MDNST 5.5 5.5  10.0 633.8 633.8 630.0
Controlador | k3xi k3yi K3zt Kp3i ko3i Ky3i

PID — — — — — —
ST — — — — — —

TC — — — 2.5960 2.5960 1.3750
MDST — — — — — —
MDNST — — — — — —

4.2.2  Validacién Experimental

En la validacién, se implementaron los controladores de orientaciéon (13),
(14), (15), (17) y (16) y de posicion (10a), (11a)—=(11c) en los nano Quad-
Rotors Crazyflie, cabe resaltar que en los experimentos no se utilizarén los
observadores. La realimentacion de posicién se obtuvo mediante el sistema
de captura de movimiento de Optitrack enviada, transmitida mediante ROS-
VRPN a los UAVs junto con la trayectoria deseada desde una computadora
externa (estacion terrestre). La trayectoria del lider virtual (R3) se definié
segun (18). Los vectores de formacién son los siguientes:

C31=[-02 0 0T,
Cz3 =002 0 0.
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4.2.2.1 Resultados Experimentales

Las Figuras 9, 10, 11, 12 y 13 muestran los resultados obtenidos al aplicar
los controladores PID, TC, ST, MDST y MDNST al sistema, respectivamente.
En ellas, se aprecia que los controladores logran mantener la formacién
deseada de los agentes.

Las figuras presentan la trayectoria promedio de los agentes Ry, R;
y R3 en los ejes x, y y z. Estas trayectorias se obtuvieron tras realizar
diez experimentos para cada tipo de controlador. También se incluye el
comportamiento del dngulo de guifiada. Las ganancias seleccionadas para
cada controlador estan detalladas en la Tabla 7.

Para evaluar el rendimiento de cada controlador, se calcul6 el error de
formacion promedio (en RMS) de los agentes seguidores Ry y Rz (x,y, z,1)
para cada controlador. Ademds, han sido considerados los indices de
desempefio RMS minimo, medio y méximo para cada agente. Los mejores
resultados estdn resaltados en negritas. Se consideraron los datos desde un
tiempo inicial to = 10 [s] y un tiempo final t¢ = 60 [s] para evitar que los
indices sean afectados por las condiciones iniciales de los nano Quad-Rotor.
Los resultados estan reflejados en las Figuras 14 y 15, que muestran los
errores en RMS de (xi, yi, zi, i) de posicién y guifiada para cada agente.
Las entradas de control promedio de (ui, T¢i, Toi, Tyi) en RMS para cada
controlador estan en las Figuras 16 y 17.

Las Tablas 8-11 muestran los indices de desempefio del error de posicién
y guifiada. Se observa un desempefio muy parecido entre los controladores,
pero el controlador MDNST es el que muestra peor rendimiento. Las Tablas
12-15 presentan los indices de desempefio correspondientes a las entradas
de control. El controlador MDNST es el que tiene peor rendimiento. En las
Tablas 16-19, que representan los indices de desempefio de los errores de
posicién y guifiada del agente Ry, se observa que el controlador ST tiene el
mejor rendimiento. Mientras que las Tablas 20-23, muestran los indices de
desempefio de las entradas de control del agente R, donde se observa un
comportamiento similar entre los controladores.

Se observa que los controladores presentan comportamientos notable-
mente similares entre si. Sin embargo, al comparar los indices, se concluye
que los controladores con mejor desempefio son PID y ST, mientras que el
controlador MDNST es el que muestra el peor desempefio.

Es importante destacar que su rendimiento puede verse afectado por
varios factores externos, como la pérdida de informacién desde la estacion
terrestre, las limitaciones del hardware de la computadora a la que estan
conectados, y las restricciones en la capacidad de procesamiento del mi-
croprocesador de los nano Quad-Rotors, sobre todo cuando el controlador
demanda una alta carga computacional. Las condiciones iniciales del agente
también pueden influir en su desemperio. A pesar de estas complicaciones,
se ha validado la efectividad de los controladores en mantener la formacién
deseada.

Las sefiales de control del nano Quad-Rotor Crazyflie deben ser enviadas
en RPM (revoluciones por minuto). Para realizar la conversion de la entrada
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de control, que se encuentra en Newtons, a RPM, se utiliza una funcién
descrita en [34]. Los detalles de esta funcion se explican en el Apéndice

A.1.
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Figura 9: Resultados del controlador PID: Posicién y guifiada
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Figura 10: Resultados del controlador TC: Posicién y guifiada
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Figura 11: Resultados del controlador ST: Posicién y guifiada
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Figura 12: Resultados del controlador MDST: Posicién y guifiada
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Figura 13: Resultados del controlador MDNST: Posicién y guifiada
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Figura 15: Errores de posicion y guifiada RMS del agente seguidor R;
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Figura 17: Entradas de control RMS del agente seguidor R;
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Tabla 7: Pardametros de los controladores.

Parametros
Controlador | koxi  Kkoyi  Kozi Kot kooi Ky0i
PID 1.0 1.0 0.1 3.0 3.0 2.0
ST 1.0 1.0 0.1  0.0035 0.0035 0.0027
TC 1.0 1.0 0.1 2.0 2.0 1.0
MDST 1.0 1.0 0.1  0.0035 0.0035 0.0027
MDNST 1.0 1.0 0.1 0.1051 0.1051 10.8894
Controlador | kixi Kkiyi  KkKizi kg1t ko1i Ky1i
PID 10.95 10.95 12.15 14.95 14.95 12.15
ST 10.95 10.95 12.15 1.4031 1.4031 0.5293
TC 10.95 10.95 12.15 12.0 12.0 8.0
MDST 10.95 10.95 12.15 1.4031 1.4031 0.5293
MDNST 10.95 10.95 12.15 6.46 6.46 4.7247
Controlador | kaxi  kayi  kzzi kg2t ko2i Ky 2i
PID 6.5 6.5 3.0 10.5 10.5 7.0
ST 6.5 6.5 3.0 0.9625 0.9625 0.8360
TC 6.5 6.5 3.0 3.0 3.0 2.0
MDST 6.5 6.5 3.0 0.9625 0.9625 0.8360
MDNST 6.5 6.5 3.0 1.6 1.6 1.0
Controlador | k3xi  Kk3yi  Kazi Kp3i ko3si Ky 3i
PID — — — — — —
ST — — — — — —
TC — — — 1.0 1.0 1.0
MDST — — — — — —
MDNST — — — — — —

Tabla 8: Indice de desempeio del error de x;

Controlador | min(ex; — RMS) ex; —RMS max(ex; — RMS)
PID 0.0018 0.0232 0.0412
TC 0.0012 0.0264 0.0420
ST 0.0036 0.0254 0.0432
MDST 0.0012 0.0212 0.0426
MDNST 0.0033 0.0250 0.0527
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Tabla 9: Indice de desempefio del error de y

Controlador | min(ey7; —RMS) ey7; —RMS max(ey; — RMS)
PID 0.0014 0.0348 0.0612
TC 0.0028 0.0383 0.0673
ST 0.0041 0.0363 0.0698
MDST 0.0027 0.0409 0.0816
MDNST 0.0039 0.0459 0.0821

Tabla 10: Indice de desempefio de los errores de z;

Controlador | min(e,; —RMS) e,; —RMS max(e,; — RMS)
PID 0.0006 0.0085 0.0331
TC 0.00038 0.0066 0.0254
ST 0.0005 0.0064 0.0296
MDST 0.00045 0.0060 0.0261
MDNST 0.00042 0.0065 0.0283

Tabla 11: Indice de desempefio del error de 1

Controlador | min(ey1 —RMS) ey1 —RMS  max(ey1 —RMS)
PID 0.0032 0.0230 0.0502
TC 0.0008 0.0109 0.0332
ST 0.0016 0.0074 0.0179
MDST 0.0012 0.0084 0.0151
MDNST 0.00093 0.0068 0.0213

Tabla 12: Indice de desempefio de la entrada de control u;
Controlador | min(u; —RMS) u; —RMS max(u; — RMS)

PID 0.0987 0.1000 0.1015
TC 0.0956 0.0971 0.0994
ST 0.0946 0.0963 0.0979

MDST 0.0941 0.0965 0.0982

MDNST 0.0961 0.0980 0.1000
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Tabla 13: Indice de desempefio de la entrada de control T4

Controlador | min(tgy1 —RMS) 7141 —RMS  max(tg1 — RMS)
PID 0.0003 0.0013 0.0025
TC 0.0017 0.0043 0.0071
ST 0.00096 0.0037 0.0061
MDST 0.0027 0.0060 0.0085
MDNST 0.0011 0.0032 0.0053

Tabla 14: Indice de desempefio de la entrada de control Tg1

Controlador | min(tg; —RMS) Tg7 —RMS max(tg; — RMS)
PID 0.00052 0.0018 0.0029
TC 0.00053 0.0017 0.0040
ST 0.0013 0.0037 0.0058
MDST 0.0010 0.0032 0.0053
MDNST 0.0010 0.0023 0.0043

Tabla 15: Indice de desempefio de la entrada de control Ty,

Controlador | min(ty1 —RMS) Ty1 —RMS max(ty1 —RMS)
PID 0.00057 0.0013 0.0034
TC 0.0002 0.0022 0.0044
ST 0.00056 0.0024 0.0041
MDST 0.00037 0.0013 0.0027
MDNST 0.0004 0.0017 0.0037

Tabla 16: Indice de desempefio del error de x;

Controlador | min(ey> — RMS) ey» —RMS max(ex» — RMS)

PID 0.0025 0.0269 0.0492
TC 0.0011 0.0287 0.0438
ST 0.0014 0.0218 0.0403

MDST 0.0020 0.0303 0.0492

MDNST 0.0047 0.0321 0.0507
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Tabla 17: Indice de desempefio del error de y;

Controlador | min(ey> —RMS) ey2 —RMS max(ey, — RMS)
PID 0.0006 0.0359 0.0614
TC 0.0031 0.0399 0.0751
ST 0.0020 0.0340 0.0595
MDST 0.0024 0.0356 0.0624
MDNST 0.0017 0.0461 0.0896

Tabla 18: Indice de desempefio del error de z;

Controlador | min(e,» —RMS) e, —RMS max(e,» — RMS)
PID 0.004 0.0078 0.0303
TC 0.0004 0.0068 0.0275
ST 0.0004 0.0084 0.0347
MDST 0.00058 0.0068 0.0263
MDNST 0.00054 0.0070 0.0304

Tabla 19: Indice de desempefio del error de posicién

Controlador | min(ey, —RMS) ey, —RMS max(ey,, — RMS)
PID 0.0025 0.0198 0.0545
TC 0.0013 0.0071 0.0225
ST 0.00095 0.0046 0.0129
MDST 0.0011 0.0075 0.0171
MDNST 0.0016 0.0062 0.0197

Tabla 20: Indice de desempefio de la entrada de control u;

Controlador | min(u; —RMS) u; —RMS max(uy; — RMS)
PID 0.0981 0.0995 0.1013
TC 0.0957 0.0971 0.0996
ST 0.1010 0.1042 0.1068
MDST 0.0943 0.0961 0.0974
MDNST 0.0977 0.0996 0.1012
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Tabla 21: Indice de desempefio de la entrada de control T4

Controlador | min(ty2 —RMS) 7142 —RMS  max(tg2 — RMS)
PID 0.0003 0.00093 0.0020
TC 0.0016 0.0040 0.0063
ST 0.0029 0.0052 0.0072
MDST 0.0023 0.0049 0.0082
MDNST 0.0011 0.0031 0.0057

Tabla 22: Indice de desempefio de la entrada de control Ttg;

Controlador | min(tg; —RMS) Tg2 —RMS max(tg2 — RMS)
PID 0.00026 0.0008 0.0016
TC 0.00019 0.0017 0.0040
ST 0.0011 0.0027 0.0053
MDST 0.0015 0.0037 0.0059
MDNST 0.0008 0.0024 0.0042

Tabla 23: Indice de desempefio de la entrada de control Ty,

Controlador | min(ty2 —RMS) Ty2 —RMS max(ty2 — RMS)

PID 0.00015 0.0013 0.0035
TC 0.00017 0.0021 0.0041
ST 0.0003 0.0016 0.0040

MDST 0.00028 0.0013 0.0030

MDNST 0.00062 0.0019 0.0038




CONCLUSIONES

En este trabajo de tesis se proporciona una solucién para abordar el
problema de formacién de un grupo de nano Quad-Rotors. El controlador
robusto se compone de un observador por modos deslizantes en tiempo
finito, controladores PIDs y por modos deslizantes continuos. Cabe destacar
que, en la validacién experimental no se utilizaron observadores. Ademas,
se desarroll6 una plataforma para realizar experimentos con multi-Quad-
Rotors.

Los experimentos realizados validaron los siguientes controladores PID,
TC, ST, MDST, y MDNST, en un sistema multi-agente de nano Quad-
Rotors, considerando tres agentes, un lider virtual y dos agentes seguidores
empleando los nano Quad-Rotors Crazyflie. Para demostrar la eficacia de
los controladores, se realizaron diez experimentos y se obtuvo un promedio
de los resultados obtenidos.

Las trayectorias de los agentes en las coordenadas x, y y z, asi como el
comportamiento del &ngulo de guifiada 1, indican que los controladores
son capaces de llevar a cabo las tareas de formacion.

Es importante destacar que, aunque los controladores demostraron com-
portamientos similares entre si, la variabilidad en su rendimiento puede
ser influenciada por varios factores, como la pérdida de informacién o el
retraso en el envio de datos desde la estacion terrestre a los agentes.

Las principales contribuciones de este trabajo radican en la validacién
experimental de los controladores y el desarrollo de la plataforma multi-
Quad-Rotor.

En los resultados de la validacion experimental, se observé que los
controladores ST y PID mostraron el mejor rendimiento en comparacion
con los demds controladores validados: el ST obtuvo, en promedio, los
menores errores de formacién en posicién y guifiada, mientras que el
PID requiri6 el menor esfuerzo de control. Por otro lado, el controlador
MDNST fue el que tuvo un peor rendimiento. Como complemento, en el
Apéndice B se presenta el andlisis de estabilidad completo del esquema de
control propuesto. Es importante mencionar que durante las simulaciones
se emplearon observadores, pero en la validacién no se utilizaron. Esta
diferencia en la implementaciéon podria haber influido en los resultados y
deberia ser considerada en el futuro para comparar el rendimiento de los
controladores.

Trabajo futuro
Con la plataforma de los nano Quad-Rotors ya en funcionamiento, es

posible empezar nuevos trabajos de investigacién con controladores de
sistemas multi-agente (utilizando vision, inteligencia artificial, otros contro-
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ladores robustos, etc.), incluyendo la implementacion de los observadores
y la inyecciéon de perturbaciones externas.

PRODUCCION ACADEMICA
Articulos sometidos a Congresos Nacionales

= Julio Cesar Rodriguez-Cervantes, Alejandro Dzul y Héctor Rios,
“Formation Control Design for Multi-Quad-Rotors with Experimental Va-
lidation”, Sometido al Congreso Nacional de Control Automaético
2023.

» Julio Cesar Rodriguez-Cervantes, Alejandro Dzul y Héctor Rios,
“Disefio de Control de Formacién basado en Modos Deslizantes para un
Grupo de Quad-Rotors”, Sometido al Congreso Mexicano de Robética
COMRob 2023.
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La programacioén en ROS de los controladores basada en los trabajos
representados en los repositorios crazyflie_ros [35] y vrpn_client_ros. El
repositorio crazyflie_ros proporciona las bases de conexién del sistema de
posicionamiento y el Crazyflie, asi como ejemplos de vuelo en modo de
regulacion para un Crazyflie, entre otras aplicaciones. También incluye un
controlador de posicién PID el cual se ejecuta desde una estacion terrestre.
El repositorio vrpn_client_ros contiene las bibliotecas de comunicacién con
el sistema de posicionamiento de VRPN, compatible con el sistema de
Motion Capture de Optitrack.

Los repositorios originales tuvieron que ser actualizados, ya que al ser
utilizado otro sistema de posicionamiento de VRPN, los marcos establecidos
son diferentes a los marcos del sistema de captura de movimiento de
Optitrack. Ademas, la programacion de los controladores de posicién se
realiza abordo del microprocesador del nano Quad-Rotor, otro aspecto a
destacar es que al estar fragmentado el cédigo en multiples programas,
dependiendo de las caracteristicas de la estacion terrestre, esté ralentizaba
el envio de las sefiales.

Parte de los trabajos realizados fue la modificaciéon de las librerias de la
antena de comunicacién Crazyradio, para enviar las trayectorias deseadas
con la estructura del controlador propuesto, (x,y,z, ¥, %, 1, 2,4, %,1,%,10),
ya que por defecto solo cuenta con un limitado grupo de estructuras de
entradas de setpoint. Ademads, se migré toda la programacion al lengua-
je Python para tener una estandarizacion, y se eliminaron los cédigos
innecesarios. Gracias a esta modificacién, fue posible realizar el control
de posicién a bordo del microcontrolador del nano Quad-Rotor, lo que
permitié6 mejorar la comunicaciéon con la estacion terrestre, lograndose
tener una mejor comunicacién. Esto se vio reflejado notablemente en los
experimentos, ya que el ruido generado por las pérdidas de sefial se re-
dujo considerablemente, ademds de que esta modificacién extiende el uso
de las tareas de formacion con otro tipo de sistemas de posicionamiento,
obteniéndose entonces mejoras en este sentido, dado que los repositorios
originales solo estd sujeto a sistemas de posicionamiento de captura de
movimiento por VRPN.

Es importante destacar que se cre6 un nuevo repositorio, crazyflie, el
cual se encuentra modificado para la ejecucién de las pruebas experi-
mentales presentadas en este documento. Ademds, se agregaron los pa-
sos de instalacion necesarios para ejecutar los experimentos presenta-
dos. Adicionalmente, se cre6 un segundo repositorio del firmware de
los nano Quad-Rotors, crazyflie-firmware, que contiene los controladores
de orientacién y de posicién presentados. Se puede acceder a ambos re-

39


https://github.com/whoenig/crazyflie_ros
https://github.com/ros-drivers/vrpn_client_ros
https://github.com/juliordzcer/crazyflie
https://github.com/juliordzcer/crazyflie-firmware/

40

PLATAFORMA MULTI-QUAD-ROTOR

positorios en los siguientes enlaces: https://github.com/juliordzcer/
crazyflie-firmware/ y https://github.com/juliordzcer/crazyflie.

El diagrama de funcionamiento de la plataforma se muestra en la Figu-
ra 18. El proceso del funcionamiento de la plataforma comienza con un
programa principal, el cual se ejecuta desde una ventana de comandos en
linux.

roslaunch crazyflie_demo LiderVirtual.launch

El proceso de funcionamiento es el siguiente:

1. Configuracion de los parametros iniciales:

= Configuracion de los nano Quad-Rotor: Se asigna un nombre
de conexién para cada agente (por ejemplo, “crazyflie1” para el
agente 1y “crazyflie2” para el agente 2) y se definen sus posicio-
nes iniciales y pardmetros de formacién en las coordenadas x, y
y z.

= Seleccion del controlador: Se elige entre los controladores dispo-
nibles: el controlador por modos deslizantes clasico (SMC por

sus siglas en inglés de Sliding Mode Control), el controlador
backstepping, TC, ST, MDNST, MDST y PID.

= Pardmetros de la trayectoria deseada: Se definen el radio de la
trayectoria y la altura.

2. Inicio del programa de posicionamiento motion capture: Se conecta
al servidor localizado en la direccién IP 192.168.2.10, que genera
un servidor con las posiciones en tiempo real de los agentes. Este
programa se ejecuta con una frecuencia de 50 Hz, pero se recomienda
aumentarla a 100 Hz si solo se utiliza un agente.

3. Inicializacién del lider virtual: El lider virtual espera un comando
desde el joystick para iniciar su trayectoria. El programa del lider
virtual, llamado LV.py, requiere las posiciones iniciales y aloja la
trayectoria a seguir.

4. Inicio de la conexién con los agentes seguidores: Este proceso es igual
para todos los agentes seguidores y es generado por un grupo, que
contiene los programas a ejecutar para cada agente.

= Se ejecuta el programa Crazyflie_add, que establece la conexiéon
entre la estacion terrestre y los nano Quad-Rotors, utilizando
los nombres de conexién asignados previamente. Este programa
tiene un tiempo de espera de 5 segundos para asegurar que la
conexion sea exitosa.

= Una vez establecida la conexion, se conecta el joystick al grupo
de programas para el paro de emergencia e inicializacién de las
trayectorias.
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= Se ejecuta el programa Setpoint.py, que conoce la posicién del
lider y agrega el vector de formacién deseado, envidndolo al
nano Quad-Rotor.

= Se ejecuta el programa VRPN.py, encargado de enviar las posi-
ciones en tiempo real de cada agente.

Es importante mencionar que una vez establecida la conexién con los
agentes, los programas interacttian entre si en tiempo real.
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A.0.0.1 Sistema de posicionamiento Motion Capture de Optitrack.

El sistema de posicionamiento Motion Capture, de Optitrack, rastrea y
captura movimientos en 3D. Utiliza marcadores reflectivos en los objetos
y cdmaras infrarrojas para detectar su posicién y orientacion. El software
procesa los datos en tiempo real, y este los trasmite a un servidor privado
por medio de VRPN (por sus siglas en inglés de Virtual-Reality Peripheral
Network), el cual envia las posiciones y orientaciones de los objetos de
interés [36].

Para iniciar el servidor VRPN del sistema de posicionamiento de Motion
Capture, de Optitrack, la persona debe seguir los siguientes pasos:

1. Se inicia el software Motion Capture y se selecciona la opcién Open
Camera Calibration (ver Figura 19).

mEa " Bs TEEAZLOEDD.

T——Markers:0__
Selected: 0

Figura 19: Software Motive

2. Selecciona el archivo de la calibracién mds reciente (ver Figura 20).

Figura 20: Seleccién de Calibracion.

3. Selecciona los marcadores de los agentes (ver Figura 21). Una vez
seleccionados, los marcadores se representan como en la Figura 22.
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Es importante verificar que estén seleccionados todos los marcadores
del agente.

Figura 21: Selecciéon de marcadores

Figura 22: Marcadores seleccionados

4. Se presiona clic derecho Rigid Body y luego Create From Selected Mar-
kers(ver Figura 23).

Selected Markers (4)

Rigid Body » Create From Selected Markers ‘
Marker Info

Clear Selection

Reconstruction 3

Change View »

View From Camera and 3D Overlay  »

¥ Show Toolbar

Figura 23: Crear un cuerpo rigido
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5. Se cambia el nombre de los cuerpos rigidos por crazyflier y crazy-
flie2. En caso de haber més agentes, se continta con crazyflie3 y asi
sucesivamente (ver Figura 24).

Figura 24: Renombrar los cuerpos rigidos con el nombre de los agentes

6. Para iniciar el servidor, se debe seleccionar la opcién Streaming Pane,
que se encuentra en la parte superior izquierda y despliega una
ventana en la parte derecha de la pantalla (ver Figura 25).

Figura 25: Opcién de Streaming Pane

7. Finalmente, se debe seleccionar la opcién Broadcast Frame Data ubicada
en VRPN Streaming Engine (ver Figura 26).

crazyfie?

“Tradd Streaming Engne —————
Broadcast Frame Data

Figura 26: Iniciar Servidor VRPN

Siguiendo estos pasos, el usuario habra iniciado el servidor VRPN y
estard listo para utilizar el sistema de posicionamiento Motion Capture de
Optitrack.
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La posicién de los marcadores de cada agente debe distribuirse de mane-
ra diferente y no simétrica. Si los marcadores se encuentran posicionados
de la misma forma o de manera simétrica, es posible que el sistema de
cadmaras proporcione un posicionamiento incorrecto. Por lo tanto, es esen-
cial asegurarse de que los marcadores estén colocados de manera tnica y
no simétrica para obtener mediciones precisas y confiables del sistema de
Motion Capture. En la Figura 27 se muestra un ejemplo de distribucion de
un agente

Figura 27: Distribucién de marcadores

A.0.0.2 Estacion terrestre

Para la ejecucién de los experimentos, es necesario una computadora que
cuente con Ubuntu 20.04 y con el software ROS; una de las fortalezas de
ROS en el desarrollo de algoritmos para robots, es que este es un sistema
agnostico, ya que se puede utilizar con multiples lenguajes de programa-
cion (C++, Python y Java); es ampliamente utilizado en la investigacién y
desarrollo de robots en diversas dreas, como robética mévil, manipulacién
de brazos robéticos, visiéon por computadora y robética industrial. Tam-
bién cuenta con una gran comunidad de usuarios y desarrolladores que
contribuyen con paquetes y herramientas adicionales, lo que lo convierte
en un ecosistema dindmico y en constante crecimiento [37].

Para utilizar la plataforma experimental es necesario tener conocimientos
de ROS implementado en Python y C++, ya que los programas que generan
las trayectorias deseadas y que envian la posicién en tiempo real al nano
Quad-Rotor, estan implementados por medio de Python y C++ con ROS.

A.0.0.3 Crazyflie

El Crazyflie (ver en Figura 28) ha ganado popularidad en el ambito de la
robética y la investigacién debido a su disefio compacto y su versatilidad.
Gracias a su tamafio reducido, puede maniobrar en espacios estrechos y
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confinados, lo que lo convierte en una opcién ideal para tareas de formacién
y tareas de mapeo de dreas reducidas.

Ademas de su disefio modular, esto le brinda la capacidad de agregar
sensores adicionales segtin las tareas a realizar. Entre ellos se encuentran
modulos de detecciéon de proximidad, cdmaras de alta resolucién, senso-
res inerciales avanzados y otros dispositivos que permiten llevar a cabo
investigaciones y proyectos cada vez maés sofisticados.

El uso de Crazyflie en investigaciones de tareas cooperativas ha demos-
trado ser altamente beneficioso. Al ser robots pequefios y agiles, pueden
colaborar de manera eficiente en grupos para abordar problemas complejos
y realizar tareas colaborativas.

Figura 28: Crazyflie

A.1 RPM A NEWTONS

Debido a que la entrada de las sefiales de control del Quad-Rotor Crazy-
flie se encuentra en unidades de medida de RPM, y los controladores
presentados en este trabajo de tesis estan representados en unidades de me-
dida en Newtons, se desarrollaron célculos experimentales para establecer
una relaciéon entre RPM y Newtons. Dicha relaciéon se encuentra descrita
en el trabajo de investigacion titulado “System Identication of the Crazyie
2.0 Nano Quadrocopter” [34], donde se lleva a cabo la identificacién de los
pardmetros del nano Quad-Rotor Crazyflie 2.0. La funcién que representa
dicha relacion esta dada por:

fi = 2.130295 x 107" - emd? 4 1.032633 x 107° - emd; 4 5.484560 x 10~
(20)

donde f; es el empuje generado por cada motor i y cmd; es la entrada

enviada al motor 1i; la gréfica de estd funciéon se muestra en la Figura 29.
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Figura 29: Grafica de la relacion RPM-Newtons



ANALISIS DE ESTABILIDAD (MATERIAL
COMPLEMENTARIO, 2026)

Este apéndice fue escrito en 2026 como material complementario y no
forma parte de la tesis defendida en agosto de 2023. Completa el argumento
de estabilidad que en el Capitulo 3 solo se esboz6 en el Teorema 1, el cual
remitfa a Rios et al. [24] para la demostracién. Las ecuaciones de este
apéndice contintian la numeracién de la tesis, de modo que las referencias
a (1)—(20) corresponden a los capitulos anteriores. Las demostraciones
siguen la metodologia de Rios et al. [24] y de los demas trabajos citados.
Cuando una funcién de Lyapunov o una condicién de ganancia proviene
de una referencia, se cita y no se vuelve a deducir.

B.1 ALCANCE Y CORRECCIONES

Al contrastar la tesis con los controladores implementados y con el
modelo (4) se encontraron las siguientes erratas, que ya estdn corregidas en
esta version de la tesis. Las formas corregidas son las que se utilizan en lo
que sigue.

(8b) debe leerse vy = um(cos dp*sin0* sinpg —sin p* cos\Pq). Esta
es la segunda componente de gz (n)um y es consistente con (gb).

= (8c) debe leerse v, = u;y cos ¢* cos 0* — g. Esta es la tercera compo-
nente de gz (n)um — G y es consistente con (9a).

= (17) debe leerse s = e + ko [8J3/2. Con pesos (3,2,1) para (e, ¢,v), el
término [€]3/2 tiene peso 3, igual al de e. Cualquier otro exponente
hace que s no sea homogéneo. Esta es también la forma implementada
en el firmware.

= (14): el ST implementado es s = ¢ +koe, T = v—ki[s|"/%, v =
—k2[s]°, sin término —koe en . Entonces § = T + koe, por lo que koe
acttia como una perturbacién dependiente del estado del ST estandar.
Esto se trata en la Proposicién B.3, y el resultado es regional y no
global.

B.2 MODELO, NOTACION Y SUPOSICIONES PERMANENTES

[s]Y :=s[Y sign(s)y [5]0:= sign(s). Las clases X, XL y KLt (esta dltima
se anula en tiempo finito) y las propiedades se utilizan como sigue: ISS
como en Sontag [38]; UE y UEE como en Khalil [39]; las nociones en tiempo
tinito UETF, GUETF y FI-ISS como en Bhat y Bernstein [40] y Bernuau
et al. [41]. El indice de agente i se omite cuando no hay ambigtiedad. El
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agentenesellideryj =1,...,n—1 son los seguidores. El grafo es una
estrella centrada en el lider. Cada agente obedece (4):

£1=82, & =ge(M)um —G—Ag&y +dg(t),

. ) - (21)
N =M, M2 =JT+Zwn(my) —Agny +dy(t),
con &1 = (x,y,z),n1 =(,6,9), G=(0,0,9), um =u/m,y
cos ¢ sin 0 cos P + sin ¢ sinp
ge(ny) = | cos ¢ sinOsinyp —sind cosp | - (22)

cos ¢ cos O

Sean &1, &5, ég,m ,M2,M3 los estados del FT-SMO (5). Los desplazamientos
Cn,j son constantes. Se define &q4; := &1 + Cyj para los seguidores y
Ean = &q para el lider. Se define 45 := Pn y Wan :=1Pqa. Los errores son

e =81 —&q, er=&—&1, en=m—-Ng &g =A2—1Mg (23)

con g = (¢*,0%,14q). Para un seguidor £4 = &n. El control virtual es
W; = gz (1n1)um — G — v. Las referencias son

um - \/V% +V§ + (VZ+9)2,
¢* = arcsin[u,, (vx sinpg — vy cosPq)], (24)
0* = arctan[(v, + g) " (vy cos g + vy sinpgq)].
El control (10) es

v=v+AEr+Ea— &, T=] 7 (T 2wy + A g —1i3), (25)

donde v4 = koqf eq +kigeq +kaqeq para q = x,y,z (11), y cada matriz
compafiera

0 1 0
Ag=|0 0 1 (26)

es Hurwitz (12). Dado que el polinomio caracteristico de Aq es s3> —kaqs* —
k14s —koq, por el criterio de Routh-Hurwitz A4 es Hurwitz si y solo si
kog K1q k2q < 0y kigkaq > —koq, con la convencién e = medicién
— referencia usada aqui; con la convencién opuesta e = referencia —
medicién, como en el firmware de vuelo, las mismas ganancias aparecen
con signo positivo. Lo mismo se cumple para el PID de orientacién (13).
Los controladores de orientacion T, 1 = ¢, 0,1V, son (a) PID (13), (b) ST
(14, tal como se implementa), (c) twisting continuo (15), (d) MDST (16) y
(e) MDNST (17, corregido).

Suposicién A1. Suposiciones 3—4 de la tesis: las trayectorias deseadas son C* y
acotadas junto con sus derivadas hasta orden cuatro (necesario para &4 y, a través
de (24), para 1\ q), y las perturbaciones d¢, d., estdn acotadas uniformemente y
son Lipschitz con cotas conocidas.



B.3 OBSERVADOR Y LAZO CERRADO PARA t > Ty

Suposicién A2. v, + g > 0 a lo largo de las soluciones (por ejemplo, saturando
v2), de modo que ©* estd bien definido y w,, > 0. El dngulo &* siempre estd
bien definido, ya que por Cauchy-Schwarz (vx sinpg — vy coshg)? < (V2 +

vﬁ)(sinzll)d +cos?Pg) < uZ,.

Suposicion A3. El empuje estd acotado: wmi < 1.

Suposiciéon A4. Las sefiales de prealimentacién &q; (para los sequidores, la
aceleracion del lider, transmitida o estimada) y 1 q; estdn disponibles y acotadas.

Suposicion As. Las soluciones del lazo cerrado, incluidos los estados del ob-
servador y del controlador, existen y permanecen acotadas en [0, To] (sin escape

finito).

Plausibilidad de A5 (no es una demostracion). En [0, Tp] los términos de
cancelacion en (25) que involucran &;, 1, usan los estados medidos, por lo
que la forzante residual consiste en perturbaciones y errores de estimacion.
Estos estdn acotados por A1y el Lema B.2. El lazo de posicién es & =
geum — G — Ag& + dg, un sistema lineal excitado por una entrada acotada
(A3), por lo que no puede escapar en tiempo finito. En cada controlador
de orientacién T tiene a lo sumo crecimiento lineal en (e, ¢,v), porque las
potencias fraccionarias son sublineales y ¥ es lineal o acotada. Un sistema
con lado derecho linealmente acotado y forzante acotada no tiene escape
finito. Este es el argumento estandar de Rios et al. [24]. Se mantiene como
suposicién porque (5) no se reproduce aqui.

Lema B.1 (orientacion de referencia). Bajo A2, (24) da ¢* € [—m/2,m/2],
0% € (—m/2,7/2),y ge(Ma)um — G = v conng = (¢*,0%,Vq).
Demostracion. Sea a = vycospg +vysinpg, b = v +g > 0y c =
Vx sinl g — vy cosPq, de modo que U.Tzn = a? 4+ b? + c2. Entonces sin ¢p* =
¢/um y, dado que cos d* > 0, cos d* = Va2 + b?/uy. Ademds tan 6* =
a/b con cos6* > 0 da cos0* = b/va?+b? y sin®* = a/Vva?+b2. Por
lo tanto um cos $* cos0* = b y uy, cos p*sin0* = a. De (22), la primera
componente de gz (Ng)um es

Um cos Gp* sin0* cos Py +um sind* sinPg = acosPpg +csinPg = vy,

y la segunda es asinlg —ccos\g = vy. La tercera es iguala b = v, +
9. O

B.3 OBSERVADOR Y LAZO CERRADO PARA t > To

Lema B.2 (FT-SMO, citado). Bajo A1 existen ganancias del observador de tercer
orden (s), con inyecciones [-]%/3,[-]V/3,[-|° elegidas a partir de las cotas de
Lipschitz de d¢, dy,, tales que el error de estimacion es UETF. Por lo tanto existe
un Ty finito, acotado para errores de estimacion iniciales acotados, con &1 =&,
Er=8, & =dg, fiy =mny, Ay =ny Az =dyparat > To (6).

Las ecuaciones y ganancias del observador son las de (5); coinciden con el
FT-SMO de Rios et al. [42] y Rios et al. [24, Teorema 1], donde se demuestra
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este resultado (véase también [43]). No se repite aqui. La dindmica del
error estd excitada tinicamente por la derivada de la perturbacién, que esta
acotada por A1.

Para t > Tp se tiene 5 = &, — &4 y, por la definicion de wg, gsum — G =
v 4+ wg. Sustituyendo (25) en la dindmica del error (7) se obtiene

ég = gg, ég =V+wg, éTl =&y, E'Zn =T. (27)

En efecto ¢g = v+wg —Agéy+ds — &g = V+we +(de — &3), y &y =
T+ (dyy —13) después de que los términos Zwy,, Ayn,, 1i4 se cancelan. Los
altimos corchetes se anulan para t > Tp. Nétese que el subsistema (e, &)
no depende de los estados de posicion. Esto se basa en el uso exacto de
flq en (25) (A4), y es lo que hace que el esquema sea en cascada. Noétese
que n4 en si depende de los estados de posicion a través de v; lo que es
independiente de ellos es la dindmica del error de (ey, &), siempre que
1jq esté disponible (A4).

Lema B.3 (cota de acoplamiento). Bajo A2-A3, we = (gz(n7) — ge(ng))u
y wel < Lgttfleqll con Ly =6.

Demostracion. Por el Lema B.1, v = gg(ng)um — G, lo que da la iden-
tidad. Cada derivada parcial de una componente de g; es una suma
de a lo sumo dos productos de senos y cosenos (por ejemplo 04gs,1 =
—sin ¢ sin®cosP + cos P sin y dggg,1 = cos ¢ cos O cosP), por lo que su
magnitud es a lo sumo 2. Por lo tanto, [[0gs/0n|2 < Hagg/an IF<V9-4=
6. Dado que R? es convexa, g¢(n7) — ge(ng) fo E(Mg+seq)ds ey, y
Um < U completa la demostracion. La constante 6 es conservadora O

B.4 LAZO DE POSICION

Proposicién B.1 (ISS con respecto a ey). Sean to > To vy q € {x,y,z}
Con xq = ([eq, €eq, sq)T y B = (0,0,1)7, el lazo cerrado (27) da Xq =
AqXq +Bwgq, donde wq es la q-ésima componente de wg. Existen k > 1y
A > 0, que dependen solo de Ay, tales que para t > to

Ixa (B < ke M xq (t0) I+ 5 Lot en]loc, (28)
con ||eyllc = supyy, yllenll- Si en =0en [ty, 00), entonces

Ixa (B < ke M Ixg ()],

es decir, el lazo de posicion es exponencialmente estable una vez que su entrada ey,
se anula.

Demostracion. De & [eq = eq, €q = €q y £q = Vq+Wq = koqfeq +
Kigeq +k2qeq +Wq se obtiene xq = Aqxq + Bwq. Dado que A4 es Hur-
witz, [[etat| < ke ' para algtin k > 1, A > 0 [39]. La variacién de
constantes da

t
Xq(t) = eAq(t_tO)xq (to) —|—J eAq(t_s)Bwq (s) ds.

to



B.5 LAZO DE ORIENTACION

Dado que [B| = 1, lwql < |wg| < Lgtfley|| por el Lema B.3, y
ﬁo e Mt=slds < 1/, se sigue la estimacion (28). Si e;; = 0 en [t7,00),
entonces wq = 0 alli y solo permanece el primer término de la férmula de
variacién de constantes. Ul

B.5 LAZO DE ORIENTACION

Para un campo vectorial F y pesos r = (r1,...,Tm) > 0, la homogeneidad
de grado q significa

F(AT'%1, .o, AT x4 ) = ATFTIF (x)  para todo A > 0.

Los sistemas discontinuos se entienden en el sentido de Filippov, con s |°
reemplazado por la funcién multivaluada sign. Se utilizan dos hechos
de Bernuau et al. [41]. (H1) Un sistema homogéneo de grado negativo
que es globalmente asintéticamente estable (GAS) es GUETFE. (Hz) Para
% = F(x,w) homogéneo de grado q con pesos r para x y ¥ para w, la
estabilidad asintética global en w = 0 y min ¥ > 0 implican ISS, y si ademas
q < 0 el sistema es FT-ISS.

Para un canal 1 se escribe ¢, ¢, T, y v denota el estado del controlador.
Para t > Ty el canal satisface é = ¢, ¢ = T por (27).

Proposicién B.z2 (lazo de orientacién, controladores a, ¢, d, e). Sea to > To
y suponga que las ganancias satisfacen las condiciones de las referencias citadas.

a) PID:conx = ([ e, e, ), x = Ax y |Ix(t)]| < ke At=t)|Ix(to)|| (GUEE).

c) TC: x = (e,e,v) = 0 es GUETE, con tiempo de establecimiento T <
5V(Xo)1/5/Kv.

d) MDST: x = 0 es GUETF, con tiempo de establecimiento T <
4V(Xo)1/4/K\/.

e) MDNST: x =0 es GUETF.

f) Para c—e, con ¢ =T+ p(t) y p medible y esencialmente acotada, el sistema
es FT-ISS con respecto a p.

Demostracién. a) x = Ax con A Hurwitz (13), por lo que
Ix(®)]] = et x(to)]| < ke Mt [y (to)]| para todo X(to).
c) El lazo cerrado es
e=¢, t=v—kole]">—ki[e]'/?, Ve —kysign(e)—k3sign(e).

Témense pesos (3,2,1) para (e, ¢,v) y grado q = —1. Entonces é = ¢
escala como A? = A3%9, y en ¢ los términos v, [e]!/3, [¢]|1/2 escalan como
Al = A2+4_ Los términos de signo en Vv escalan como A0 = AT+, Asi, el
sistema es homogéneo de grado —1. Para ganancias que satisfacen las
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condiciones de Torres-Gonzalez et al. [26], véase también Rios et al. [24],
una funcién de Lyapunov definida positiva y radialmente no acotada

V = B1lel’/3 + Baee + B3lel/? + Bae[v]? — Bsevd + BevP, Bi >0,

homogénea de grado 5, se construye alli con V < —kyV*4/5 alo largo de las

soluciones. Esto da GUETE. Ademas %V1 /5 = %V*“/ SV < —«ky/5 mien-

tras que V > 0, por lo que V se anula a mas tardar en T < 5V(x0)"/% /xy.
d) En las coordenadas x = (e, ¢,v) con s = e +Kko|e| 2/3 el lazo cerrado es

e=¢, t=v—Kki[s]"/?, Ve —kysign(s).

La variable s tiene peso 2, ya que e tiene peso 2 y [e]?/3 tiene peso 3 - % =2.
Por lo tanto, [s]'/? tiene peso 1 =2+ q y el término de signo tiene peso
0 =1+ q. El sistema es homogéneo de grado —1 con pesos (3,2,1). El lazo
cerrado en (e, ¢,v) es discontinuo, debido al término sign(s), y se entiende
en el sentido de Filippov; no contiene términos singulares, ya que solo
aparece [e]2/3 y no su derivada. La funcién de Lyapunov a continuacién es
continua pero no diferenciable en {e = 0}; su decrecimiento se establece en
los trabajos citados con andlisis no suave. Para ganancias que satisfacen las
condiciones de Fridman et al. [27], véase también Rios et al. [24], la forma
cuadrética V=C"Plcon P =PT >0y { = ([e]|?/3,s, [v]?), cuyas entradas
tienen todas peso 2, por lo que V tiene grado 4, satisface V < —ky V3/4.
Como en c), esto da GUETF y T < 4V (x0) V4 k.
e) Con la (17) corregida, s = e + ko[¢]3/2, el lazo cerrado es

é=¢, Et=v—Kk (sj1/3, v € —k;, sign(s).

Para pesos (3,2,1) el término [e]3/2 tiene peso 2- 3 = 3, igual al peso
de e, por lo que s es homogéneo de peso 3. Entonces [s|!/3 tiene peso
1 =24¢q, é = ¢ tiene peso 2 = 3+ q, y el término de signo tiene peso
0 =1+ q. El sistema es homogéneo de grado —1. Este es exactamente el
controlador por modos deslizantes terminal continuo de Kamal et al. [28],
u = —k 12/3 M)]_J]/?) +2z z= *kzLM)LJO con ¢ = x1 + al—1/2 [ijs/z.
Para ganancias que satisfacen sus condiciones, Kamal et al. [28, Teorema 1]
construyen una funcién de Lyapunov continuamente diferenciable, homo-
génea y estricta, lo que demuestra GUETF. La funcién no se reproduce
aqui.

f) La perturbacién p entra en la ecuacion de ¢, cuyo escalamiento pondera-
do es A2Td = AT, Asignando a p el peso T = 1, el sistema perturbado F(x, p)
es homogéneo de grado —1 en el sentido de (H2). Dado que min¥ =1 >0,
q < 0, y el sistema no perturbado es GAS por c)-e), (H2) da FT-ISS: existen
BeXLryyeXcon [x(b)]| < Blx(to)]l, t—to) +v(]lp]ee)- 0

Observacién B.1. En c)-f), un residual de compensacion acotado, por ejem-
plo p = dy — 13 en [0, To] (acotado en [0, To] por As), deja el estado de
orientacion acotado por y(||p||«) mds un término decreciente. Las pertur-
baciones que entran por el canal de v tienen peso 0 y no estdn cubiertas por
(H2). Se tratan en los trabajos citados mediante condiciones de ganancia
para perturbaciones Lipschitz, que no se repiten aqui.



B.6 RESULTADO PRINCIPAL

Proposicién B.3 (ST tal como se implementa). Considere el controlador b): s =
e+koe, T=v—Kkq[s]"/2, v =—k2[s]° con ko, ki,k2 > 0. Sea v := v + kgpe.
Parat > T,

$§ =—kq [SJ]/z—i—\_), \L):—szSJo—}—ko’f.

Sea K C IR3 compacto y sea px = ko MaX (¢ v)ex [V — ki [e +koe] /2| Supon-
ga que k1, k2 satisface las condiciones de ganancia del algoritmo super-twisting
para una perturbacion Lipschitz con constante px, por ejemplo k1 = 1.5,/px
y k2 = T.1px [33], que es el escenario de la Tabla 1 de la tesis con { = pk.
Entonces toda solucién que permanezca en K para t > Ty (esto se asume: aqui
no se construye un conjunto positivamente invariante K) alcanza s =v =0 en
tiempo finito Ts, y después (e, e,v) — O de forma exponencial.

Demostracion. De ¢ = ¢ y ¢ = T se obtiene § = T+ koe = —kq[s]'/2 +v+
koe, y v = v+ kot = —k2[s|® + koT. Sea §(t) := koT(t) a lo largo de la
solucion. Dado que la solucién permanece en K, [5(t)| < pk. El par (s, V) es,
por lo tanto, un algoritmo super-twisting cuya segunda ecuacién lleva una
perturbacién medible acotada por px (equivalentemente, la perturbaciéon
p = ko¢ en la primera ecuacién, cuya derivada p = § estd acotada por pk).
Las condiciones de ganancia citadas son suficientes para la convergencia
en tiempo finito de (s, V) a 0 para toda perturbacion de este tipo. Esto da
Ts <ococons=v=0parat > Ts. Ahi, v = —koe y T =v—Kkq (OJVZ =
—koe, por lo que ¢ = —kpe. Ademds s = 0 da ¢ = —kpe y, por lo tanto,
é = —koe. Por consiguiente, e, ¢,v decaen como e ko(t=Ts) La dindmica
deslizante es UEE, y [koT| = k(z)lsl decrece, por lo que la cota por px sigue
siendo valida. O

Observacion B.2. La Proposicién B.3 es un resultado regional (semi-global),
y es condicional a que la solucién permanezca en K. Las ganancias deben
aumentarse con el tamario de K a través de px. Al afiadir el término faltante,
T =v—k[s|"/? —koe, se obtiene $ = —k;[s]'/? +vyv = —k,[s|°. Este
es el ST estdndar sin perturbaciones, que es globalmente estable en tiempo
finito para ki, k2 > 0 [44]. Entonces s = 0 da é = —kpe, y el resultado se
vuelve global. El controlador (14), tal como estd implementado, carece de
este término.

B.6. RESULTADO PRINCIPAL

Teorema 1 (reformulado y corregido). Bajo A1—-As, con los controles (9)—(11),
(24), (25) y cualquier controlador de orientacién a)—e), con ganancias que satisfacen
las condiciones de las Proposiciones B.1-B.3 y de las referencias alli citadas (para
b) también bajo la hipétesis de la Proposicion B.3 de que las soluciones permanecen
en K), los errores (ez, €, en, €q) de cada agente convergen a cero. Los errores
de posicion convergen exponencialmente. Los errores de orientacion convergen en
tiempo finito para c—e y exponencialmente para a, b. En consecuencia, los seguidores
alcanzan el patron &15 — &1n = Cy 5 y el lider sigue &4.
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Demostracién. (i) Compensacion exacta. Por el Lema B.2, para t > Ty el lazo es
(27). Por A5 el estado en Ty es finito. El subsistema de orientacién (e, &)
no depende de los estados de posiciéon (Secciéon B.3).

(ii) Cascada. Para c—e, la Proposiciéon B.2 da un T; > Ty finito, que
depende del estado en Ty, con e, = ¢, = 0 para t > Ty. Por el Le-
ma B.3, wg = 0 en [Ty, 00). Por (28), xq(T1) estd acotado, por lo que
Ixq(t)]| < ke 2t=T|x4(Ty)|| (UEE). Para a, b, existen ¢,p > 0 con
|en(t)]| < ce™*{t=To) (Proposicién B.2a), y para b la Proposicién B.3, donde
la fase de tiempo finito antes de T solo afiade un transitorio acotado). Al
insertar esto en la férmula de variacién de constantes de la Proposicién B.1,

t
[xq ()]l < Ke_)\(t_TO)HXq(To)H + KLgL—LCJ e Mt=s)g—nls—Tolqq
To

y J‘g e*}\(T*S)e*HSdS < Te—min(A,u)T < (66)7167(min(}\,u)76)’t para cual-
quier & € (0,min(A, u)). Por lo tanto, xq — 0 de forma exponencial. La
misma conclusién se sigue del lema de cascada para sistemas ISS [39,
Lema 4.7]. Asi, ez, ¢ — 0 para cada agente, y &, — 0 forma parte del
resultado de orientacién.

(iii) Formacion. Para un seguidor j, eg; = &5 —&n —Cj — O dael
patrén geométrico, y para el lider ez, — 0 da &1n — &4. En el grafo
en estrella cada seguidor depende tnicamente del lider, a través de las
sefiales acotadas &1, &2n, &, Un (Ag), y el lider no depende de ningtin
seguidor. Con la prealimentacion exacta (25) el sistema de error de cada
agente es el analizado en las Proposiciones B.1-B.3, el cual no contiene los
estados de otros agentes. Por lo tanto, no existen lazos de interconexién, y
la convergencia de toda la formacién se sigue agente por agente. O

B.7 LO QUE NO SE DEMUESTRA

Lo siguiente queda fuera de este andlisis: la implementacién en tiempo
discreto, los retrasos de comunicacion y la pérdida de paquetes (Crazy-
radio), la saturacién de los actuadores mas alld de A3 (incluido el efecto
de saturar v, sobre el andlisis de posicién lineal), y la aproximacién de
1jq. Para esta dltima, solo se siguen cotas tltimas de tipo ISS a partir de la
Proposiciéon B.2f) cuando el residuo estd acotado. A4 supone la acotacion
de las sefales 1j4 a lo largo del lazo cerrado, y esto no se demuestra. Las
condiciones de ganancia para c—e se toman de los trabajos citados y no se
verifican para las ganancias utilizadas en los experimentos.
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